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Préambule

Gilles Dowek a le don de I'écriture. Il sait étre
tout a la fois limpide, précis et progressif, bref,
passionnant. Il possede dans son domaine une
culture exceptionnellement vaste au service d’'un
sens pédagogique rare. . ..

Il a aussi le don de se poser des questions fausse-
ment simplistes, de celles qui éclairent soudain un
pan de la science que I'on croyait immuable, d’un
éclairage nouveau qui en montre les insuffisances.

Ses solutions a ces questions semblent aller de
soi, et on est d’autant plus prét a les accepter qu'il
ne détruit pas I'existant, il se contente de retoucher
un costume prét a étre porté pour l'adapter a ses
mesures.

Jean-Pierre Jouannaud (rapport HDR Gilles 1999)



Vernaculaire (1988-1990)



Vernaculaire

Mathematical Vernacular (N.G. De Bruijn, Workshop on Programming
Logic, Marstrand, 1987)
In combination with the word “mathematical”, the vernacu-
lar is taken to mean the very precise mixture of words and
formulas used by mathematicians in their better moments,
whereas of the “official” mathematical language is taken to
be some formal system that uses formulas only.



Vernaculaire du Calcul des Constructions

Rapport de magistére, juillet 1988

Un systéme comme le Calcul des Constructions ne peut
étre utilisé par une communauté importante que s’il utilise
un langage suffisament proche du langage dans lequel les
mathématiciens ont I'habitude d’écrire leurs résultats.



Vernaculaire du Calcul des Constructions

Rapport de magistére, juillet 1988

Le langage utilisé par les mathématiciens est en fait assez
mal connu.



Vernaculaire du Calcul des Constructions

Rapport de magistere, juillet 1988

Les langages étudiés par les logiciens (déduction naturelle,
calcul des séquents, etc.) sont des stylisations du langage
réel. Les logiciens n'ont jamais prétendu que I'on pouvait
démontrer des théoremes non triviaux dans ces langages. Le
réle de ces langages stylisés est autre : c’est de permettre de
démontrer des méta-théorémes.



Vernaculaire du Calcul des Constructions

Rapport de magistére, juillet 1988

C’est un acte de foi universellement admis parmi les
mathématiciens que tout ce qui s'écrit dans les livres de
mathématiques pourrait si I'on disposait d’assez de temps
et de papier étre traduit dans un des langages formalisés
étudiés par les logiciens.



Vernaculaire du Calcul des Constructions

Rapport de magisteére, juillet 1988

Quand on cherche a écrire l'interface utilisateur d’un systeme
comme le calcul des constructions, ...Ce n’est plus la traduc-
tabilité qui est intéressante mais la traduction effective.



Le paysage des assistants dans les années 80

Appendix 7. Excerpt for "Satz 1", "Satz 2" and "satz 3".

LAYOUT FROM FILE ¢ EXCERPTOUTPUT/SATZ1EN2EN3 JANUARY 25 1977
+L
X A e —— i PROP
A X B t= —— i FROP
B % IMP = [XrAdB # PROP
B x C t= —-— i FROP
C*x1I t= — i IMP(AsB)
IxJ t= - i IMP(B»C)
J * TRIMP = [XrAdLKX>IND i IMP(AC)
® CON = # PROP
A X NOT t= IMP(CON) # PROP
A X WEL = NOT(NOT(A)) i FROP
A ¥ Al i= tind iaA
Al % WELI t= LXeNOT(A)I<ALOX i WEL(A)
A X W = - i WEL(A)
W x ET = PN FA
A x C1 i= —— # CON
C1 % CONE i= ET(L[XsNOT(A)IC1) A

— Automath-1977 (L.S. Van Benthem Jutting, Checking Landau “Grundlagen”)



Le paysage des assistants dans les années 80

* top 1
> V k:{2..}. V a,b: N+
where a+b<k & V d:{2..}. ~(dla&d|b).
3 m,n:Int. m*a + n*b =1

BY -- Intro THENW NonNegInductionUsing 1 1 ‘j

1+ 1. k:{2..}
2. j:int
3. j=1 in int
> V a,b: N+
where a+b<j & V d:{2..}. —(dla&d|b).
3 m,n:Int. m*a + n*b = 1

. k:{2..}
. jrint
1<j
. Vab: N+
where a+b<j-1 & V d:{2..}. —~(dla&d|b).
3 m,n:Int. m*a + n*b = 1
> V a,b: N+
where a+b<j & V d:{2..}. —(dla&d|Db).
3 m,n:Int. m¥a + n*b =1

B> w -

— Nuprl-1986 (D.J Howe, Implementing Number Theory)



Le paysage des assistants dans les années 80

! val NAT_WHEN_CLAUSES = new_closed_axiom ("NAT_WHEN_CLAUSES",

> “ix:ta. !f. NAT_WHEN x £ UU == UU /\

> NAT_WHEN x £ 0 == x /\

> ('m. ~ m==UU ==> NAT_WHEN x £ (SUCC m) == £(m))*);
- val NAT_WHEN_CLAUSES =

|-“ix f.

NAT_WHEN x £ UU == UU /\

NAT_WHEN x £ 0 == x /\

(Im. “ m == UU ==> NAT_WHEN x £(SUCC m) == £ m)‘
: thm

! val PLUS = new_closed_axiom

> ("PLUS", “!m n. m+n == NAT_WHEN n (\k.SUCC(k+n)) m‘);
- val PLUS = [-“'m n. m + n == NAT_WHEN n(\k.SUCC(k + n))m‘ : thm

— Cambridge LCF-1987 (L. Paulson)



Le paysage des assistants dans les années 80

#let PARITY_DEF = =S

# new_prim_rec_definition
# (“PARITY_DEF',
# "(PARITY 0 £ =T) /\
#  (PARTTY(SUC n)f = (£(SUC n) => "(PARITY n £) | PARITY n £3}");;
PARITY_DEF =
|- (1. PARITY O £ = T) /A
(in £. PARITY(SUC n)f = (f(SUC n) => "PARITY n £ | PARITY n )

#g "!in out. B l_§4

# {out 0 = T /\

# (1t. out(SUC t) = (in(SUC t) => ~(out t) | out t))

# ==>

# ('t. out t = PARITY % in)";;

"1in out.
(out 0 = T) /\ (!'t. out(SUC ¢t} = (in(SUC t) => “out t | out t))

==>

('t. out t = PARITY t in)"

" #e(REPEAT GEN_TAC THEN STRIP_TAC);; |

OK. .

"It. gut t = PARITY t in"
["out 0 =T" 1]
[ "1&. out(SUC t) = (in(5UC t) => “out t | out t)" ]

— HOL88 (M.J.C. Gordon, T.F. Melham)



Le paysage des assistants dans les années 80

5. Theorem ASSOCIATIVITY.OF.APPEND (rewrite):

{EQUAL (APPEND (APPEND X Y) Z)
(APPEND X (APFEND Y Z)))

6. Definition
(PLISTP X)

(IF (LISTP X)
(PLISTP (CDR X))
(EQUAL X "NIL"))

7. Theorem APPEND.RIGHT.ID (rewrite):
{IMPLIES (PLISTP X)
(EQUAL (APPEND X "NIL") X))

8. Theorem PLISTP.REVERSE (generalize and rewrite):
(PLISTP {(REVERSE X))

— NQTHM-1979 (R.S. Boyer, J.S. Moore)



Le calcul des constructions (1985-89)

let BOUND = "!A.{R|A->A->*}
[x:A]
{M[A->*}
[y:AT(M y)->(R y x)";
CLASS “bound" BOUND; ;

let MONOTONOUS = "!A.{R|A->A->*}[f:A->A][x:A][y:AI(R x y)->(R (f x) (f y))";;
CLASS ‘mon’ MONOTONOUS; ;

et FIX = "!A.{R|A->A->*}[F:A->A][u:AT(R u (F u))&(R (F u) u)";
CLASS “fix' FIX;;

let UPPER_BOUND = "!A.{R|A->A->*}{M|A->*}!B.

([u:Al(bound A R u M)->([x:A](bound A R x M)->(R u x))->B)->B";
% Same construction as Sig2 in Newman %
CLASS “upper_bound" UPPER_BOUND; ;

let TARSKI = "!A.{R|A->A->*}
(Trans A R)->(upper_bound A R)->
[f:A->A](mon A R )-><A>Sig((fix A R £))";;

let TARSKI_PROOF = "!A.{R|A->A->*}
[trans:(Trans A R)]
[ub: (upper_bound A R)]
[f:A->A]
[mo:(mon A R )]
1B.
[h:[u:AT((R u (f U))&(R (f u) u))->B]
(ub ([u:AI(R u (f u))) B
([x:A]
[h1:[u:AT(R u (F U))->(R u x)]
[h2:[u:AT([V:AI(R v (f v))->(R v u))->(R x u)]
let p = ([y:Al[h":(Ry (f y))1(trans y (fy) (f x) h* (mo y x (h1y h'))))
in let xRfx = (h2 (f x) p) in
(h x <(R x (F x)),(R (F x) x)>
(xRfx, (h1 (F x) (mo x (f x) xRfx))))))";;

LET “Tarski® TARSKI_PROOF TARSKI;;

— CONSTR-1985 (Th. Coquand, G. Huet)



Le calcul des constructions (1985-89)

<< Variable A : Type; >

<< Variable R : A- >A >Prop; >>

<< Variable Rtrans : (x:A)(y:A)(Z:A)R X y)->(R y 2)->(R X 2); »»i;

<< Variable F : (A->Prop)->A; »»:;

<< Variable Upperb : (P:A->Prop)(x:A)(P x)->(R x (F P));

<< Variable Least : (P:A->Prop)(x:A)((y:A)(P y)->(R y X))- ><w (FP)x); >
<< Variable f : A->A; >>;

<< Variable Incr @ (x:A)(Y:A)R x ¥)->(R (F x) (F y)); »»5;

(* The construction of the proof *)

<< Definition PO [x:AJ(R x (f x)); »>>;;
<< Definition x0 (F PO); >>;;

(* the proof that x6 is a fixed point*)

<< Variable x : A; >
<< Variable h1 : (R x (f x)); >>i;
<« Lemma L1 (R x (f x0))
Proof lemmel (Rtrans x (f x) (f x8) hi (Incr x x@ (Upperb PO x h1))); >>;;
<< Discharge x; >>;;
<«
Lemma p (R x8 (f x0

)
Proof factl (Least PO (f x0) lemmel ); >>:;
Lenma q (R (f x0) x0)
Proof fact2 (Upperb PO (f x8) (Incr x0 (f x8) fact1)); >>;;

<< Lemma Tarski ((R x0 (f x0))/\(R (f x0) x0))
Proof Tarsk (AND_I (R x@ (f x0)) (R (f x0) x0) factl fact2); >>;;

<< Discharge A; >>;;

— CONSTR-V4.1-1987



Le calcul des constructions (1985-89)

Parameter A:Type.
Parameter R:A->A->Prop.
Parameter Eq:A->A->Prop.

Axiom Assym.
Assumes (x:A)(y:A)((R x y)} -> (Ry x) -> (Eg x y)).

Axiom Trans.
Assumes (x:A)(y:A)(z:A)((R x y) -> (Ry z) -> (R x z)).

Parameter f:A->A.

Axiom Incr.
Assumes (x:A)(y:A) ((R x y) -> (R (f x) (f y))).

Definition Lub.
Body [m:Al[S:A->Propl{and ((x:A) ((S x) -> (R x m)))
((y:A)  (((x:A) ((Sx)->(Rx y))) -> (Rmy)))).

Axiom Complete.
Assumes (S:A->Prop)(<A> Ex ([x:A] (Lub x S5))).

Theorem Tarski.
Statement <A> Ex ([x:A](Eq x (f x))).

Local under.
Body [x:Al(R x (f x)).

Remark Exist lub_under.
Statement <A> Ex ([m:A] (Lub m Under)).
Proof (Complete Under).

Remark Tarskil.
Statement ((M:A) ((Lub M Under) -> <A> Ex ([m:A] (Eqm (f m))))).

— CONSTR-V4.10-1989



Le calcul des constructions (1985-89)

Chapter Set.

Variable V : Data.
Axiom eqV : (x,y:V){<Vax=y}+{~<V>x=y}.

Definition Set v->Prop.

Definition in.
Body [P:Set][x:V](P x).

Definition empty.
Body [x:V]{} : Set.

Definition allv.
Body [x:VIT : Sef.

Section add.

Variable Q : Set.
Variables x : V.

befinition add.
Body [y:V1(in Q y)\/<V>x=y : Set.

Variable y : V.

Goal (in Q y)->(in add y).
Intro.

By (unfolds) in add.

By (automatic).

Save in Q add.

— CONSTR-V4.10-1989



Mécanisme de section : bases

» Un contexte linéaire partagé de connaissances (paramétres,
axiomes, définitions et théorémes)
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Mécanisme de section : bases

» Un contexte linéaire partagé de connaissances (paramétres,
axiomes, définitions et théorémes)
> Des contextes locaux (a un chapitre, a une preuve. . .)
> Visibilité d’'une définition locale en dehors de son contexte de
définition
> substitution/définitions locales
> abstraction
> Interprétation comme des actions sur le contexte (Constructive
engine, G. Huet)
» Applications :
> Implémentation de I'introduction d’'un X :
de ?:Mx:AB a [x:A7?:B]
> Le passage de définitions inductives anonymes a des déclarations
globales avec “parameétres”.



Vernaculaire avancé

» Un indice pour déterminer le niveau de vie d’'une déclaration

» Theorem-Lemma-Property-Fact-Remark
» Definition-Define-Let-Global-Local



Vernaculaire avancé

» Un indice pour déterminer le niveau de vie d’'une déclaration
» Theorem-Lemma-Property-Fact-Remark
» Definition-Define-Let-Global-Local
» Entrelacement de déclarations de noms, types, énoncés et
preuves



Vernaculaire avancé

» Un indice pour déterminer le niveau de vie d’'une déclaration
» Theorem-Lemma-Property-Fact-Remark
» Definition-Define-Let-Global-Local
» Entrelacement de déclarations de noms, types, énoncés et
preuves
» Syntaxe “naturelle” pour des schémas de preuve

> avec u:3Ix,P,Call y from u
» recherche d’'une bonne formulation pour la disjonction



Vernaculaire, la suite

» Le vernaculaire de base + tactiques : langage d’entrée de
Cog/Rocq (Fichiers .v)

» Approche du systeme Mizar : texte mathématique avec des
étapes automatiques
» Environnements pour I'enseignement

» Rocg-waterproof (J. Portegies et al. Eindhoven TU), Verbose-Lean
(P. Massot, U. Paris-Saclay)

Langage de preuve (tactiques) plutdt que structure de
I'environnement

> Lean et les mathématiciens (blueprint)



Elaboration des preuves
(1991-1995)



Preuves dans le Calcul des Constructions

> Un systeme minimaliste : sortes, produit, abstraction, application

» Un cadre uniforme : types de données, programmes, logique et
preuves ...
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» Un cadre uniforme : types de données, programmes, logique et
preuves ...

» Isomorphisme de Curry-Howard :

» Dérivationde I' -t : P est “isomorphe” au term t
(modulo conversion)
> Tactiques (héritage LCF)
> transformation slre de jugements ' - P
> élaboration d’'unterme ttelque M+t : P
> correction revérifiée par le noyau



Preuves dans le Calcul des Constructions

> Un systeme minimaliste : sortes, produit, abstraction, application

» Un cadre uniforme : types de données, programmes, logique et
preuves ...
» Isomorphisme de Curry-Howard :

» Dérivationde I' -t : P est “isomorphe” au term t
(modulo conversion)
> Tactiques (héritage LCF)
> transformation slre de jugements ' - P
> élaboration d’'unterme ttelque M+t : P
> correction revérifiée par le noyau

> Arbre de preuve : terme a trous

» Contexte avec des variables “existentielles” et des contraintes
» Les procédures d’unification et de résolution convergent



Contribution de Gilles

A complete proof synthesis method for the cube of type systems,
Journal of Logic and Computation, 1993

» Procédé d’énumération des termes/preuves en forme Sn-longues
» Plusieurs difficultés par rapport a I'existant

> les contraintes cassent la normalisation
> possibilité de types vides
> les instanciations peuvent changer l'arité

» Méthodes restreintes, complétes par transitivité



Meta-variables dans Coq

» Cog V5.6, 5.8 Meta-variables “externes” au noyau de vérification
> Meta-variables non typées
> Synthese d’arguments implicites
> Instancier quantifications universelles
(premier ordre+prédicat d’induction)
> Etape intermédiaire pour les preuves (Instantiate)
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Meta-variables dans Coq

» Cog V5.6, 5.8 Meta-variables “externes” au noyau de vérification
> Meta-variables non typées
> Synthese d’arguments implicites
> Instancier quantifications universelles
(premier ordre+prédicat d’induction)
> Etape intermédiaire pour les preuves (Instantiate)

» Prototype : Coq V5.9, V6.0 (1993-1995)
» En paralléle : Coq V5.10 (C. Murthy, 1995)
> Agda : Preuve par édition d’un terme de preuve incomplet



La part du calcul (1995-1999)



Premier ordre versus ordre supérieur

» unification
> théorie des types versus théorie des ensembles
> analyse du schéma de compréhension

> notations “calculables” pour les fonctions
» versus définitions intentionnelles



Calcul et logique

vvyyvyyvYyy

les calculs sont partie intégrante des preuves mathématiques
correspondent a des étapes “transparentes” dans la preuve
calculs principalement sur les “objets”

calculs sur les preuves pour la meta-théorie

logique avec notations pour toutes les fonctions récursives
prouvablement totales

> Arithmétique de Peano versus Systéme T de Gddel

» Ecriture et preuve de programmes, calcul



La part du calcul

HDR 1999 : Déduction Modulo (dedukti)

vvyyvyy

v

Cadre “premier ordre” (Logical framework)
Paramétré par une relation d’équivalence sur les propositions
Dépasser la s-réduction et le réécriture sur les termes

Autoriser des transformations de propositions pour capturer la
théorie des types ou la théorie des ensembles

Etablir des propriétés générales pour assurer cohérence et
complétude



Conclusion



Conclusion

» Un petit apercu des premiéres contributions de Gilles

» Compréhension fine des mécanismes liés aux preuves
mathématiques

» Une culture tres large, une vision personnelle, des convictions
affirmées



